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INTRODUCTION 


Je  n'étudie  dans  ce  qui  suit  que  les  transformations 
simples  de  la  géométrie-  plane,  à  savoir  :  translations, 
symétries,  rotations,  homothéties  et  inversions.  Je  consi- 
dère chaque  transformation  comme  s'appliquant  à  tous 
les  points  du  plan  et  non  à  une  figure  particulière 
donnée.  Ce  mode  d'exposition,  conforme  aux  idées 
modernes,  a  l'avantage  de  s'adapter  aussi  bien  aux  appli- 
«ations  analytiques  qu'aux  applications  géométriques. 
En  outre,  il  met  en  évidence  le  rôle  essentiel  joué  par  les 
points  doubles  dans  les  problèmes  relatifs  aux  transfor- 
mations. En  particulier,  j'insiste  sur  les  relations  connues 
des  transformations  considérées  avec  la  théorie  des  nom- 
bres complexes  et  les  transformations  que  Darboux  a 
appelées  cycliques. 

Les  questions  que  j'ai  traitées  dans  cet  ouvrage  me 
semblent  pouvoir  être  utiles  aux  candidats  à  l'agrégation 
et  aussi  aux  candidats  aux  grandes  écoles. 

W.  DE  Tannenberg. 


DE  TANNENBEHG,  Iransform. 
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CHAPITRE  PREMIER 

TRANSLATIONS.   ROTATIONS.  SYMÉTRIES. 
HOWIOTHÉTIES. 


§  1. 
Translations. 

à)  Rappel.  —  On  a  vu  dans  les  éléments  que  : 

Une  translation  définie  par  le  vecteur  OA  fait 
correspondre  à  un  point  quelconque  M  du  plan 
le  point  M'  tel  que  le  vecteur  MM'  soit  équi- 
pollent  au  vecteur  OA. 

Une  translation  donnée  appliquée  à  une 
figure  quelconque  la  transforme  en  une  figure 
égale  et  de  même  sens. 

6)    Equations    qui    définissent    une    translation.    — 

Prenons  le  point  O  pour  origine  des  coordonnées  (rectangulaires) 
et  soient  : 

a,  p     les  coordonnées  du  point  donné  A, 

X,  y  —  —       quelconque  M, 

x',  y'  —  —       transformé  M". 
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Le  théorème  des  projections  appliqué  aux  deux  vçcteurs  OA, 
OM  et  à  leur  résultante  OM'  donne 

(1)  a!'=ra;  +  a,         y'  =  y-hp. 

Remarque.  —  Soient 

a  =  a  +  ip,         z  =  x-hiy,         z^x'~hiy' 

les  affixes  des  points  A,  M,  M'.  Les  équations  (1)  peuvent  être 
remplacées  par  l'équation  unique 

(2)  z'  =  z-\~a.        ^-m 

Pour  désigner  d'une  manière  abrégée  la  translation  donnée,  on 
emploie  la  notation  T. 

§  2. 
Rotations. 

a)  Rappel.  —  Une  rotation  de  centre  0  et  d'angle  0   fait 
correspondre  à  chaque  point  M  du  plan  un  point  M' tel  que 

OM=:OM' 

et  que  l'angle  du  vecteur  OM  avec  le  vecteur 
OM'  soit  égal  à  6  en  grandeur  et  en  signe  : 

(OM,  0M')  =  6,  (— Tr<0<7:). 

Le  nombre  0  est  supposé  exprimé  en  radians. 
Une  rotation  donnée  appliquée  à  une  figure   quelconque  la 
transforme  en  une  figure  égale  et  de  même  sens. 

b)  Équations  qui  définisseiit  une  rotation.  —  Prenons 
le  point  0  pour  origine  des  coordonnées  et  soient  : 

X,  y    les  coordonnées  du  point  quelconque  M,  OM  =r, 

x',y'  —  —       transformé  M',  OM'  =  r, 

(0  l'angle  polaire  de  M, 

a>'      —  —        M'. 

Par  définition,  o/  :=  w  +  6, 

d'où  x' =  r  cos oj  cos 6  —  rsinwsinô, 

y'  ■=:  r  sinoj  cosG  +  r  cosco  sinO, 


ROTATIONS 
et  par  suite 

(1) 


(  cc'  =  a?cosO  —  î/sinO, 
(  y' :^xsmQ-\- y  cosf). 

Telles  sont  les  équations  cherchées.  -ff*   ^rc^-^"^  ^ 


Remarque  I.  —  Conservons  les  notations  du  paragraphe 
précédent;  nous  pouvons  alors  remplacer  les  équations  (1)  par 
l'équation  unique 

(2)  z'  =  ze'«,  <-« 

qui  joue  un  rôle  fondamental  dans  la  suite. 

Remarque  II.  —  Si  le  centre  de  rotation  n'est  pas  l'origine  O 
mais  un  point  quelconque  d'affîxe  a  =  a  +  ^  /,  il  est  évident  que 
l'équation  définissant  la  rotation  est 

(3)  z'  —  a  =  {z  —  a)e^''.         <-m  '.^  p?l''î  x-a''.''ïcl^^^ 
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c)  Application  I.  —  On  donne  deux  lignes  quelconques  D, 
D'  et  un  point  A.  Constr^uire  un  triangle  équilatéral  ABC  ayant 
un  sommet  en  A  et  s'appuyant  sur  les 
deux  lignes  données. 

Prenons  pour  inconnu  le  point  B  et 
supprimons  un  instant  la  condition  que  le 
point  B  doit  se  trouver  sur  la  courbe  D'. 
Le  problème  devient  indéterminé  et  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

On  donne  une  courbe  D  et  un  point  A. 
Sur  chaque  rayon  vecteur  AC  de  la  courbe  D  on  construit  un 
triangle  équilatéral   ABC;  trouver  le  lieu  du  point  B. 

Comme  AB  =  AC,        BAC  =  |, 

le  point  B  est  la  position  que  prend  le  point  C  après  une  rotation 

autour  de  A,  ayant  pour  angle  ~  en  valeur  absolue.  Le  lieu  D"  du 

point  B  est  donc  la  courbe  D  elle-même,  qui  a  tourné  de  l'angle 

±  q  autour  du  point  A. 

L'intersection  de  la  ligne  D"  avec  la  ligne  D'  donne  les  points  B 
cherchés. 

d\  Application    II.    —  Soit  D'    la  position  que  prend  la 
droite  D  après  une  rotation  d'un  angle  6  autour  du  point  donné  O. 
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fat-\x^^taA.  p^fOjLe  cercle  passant  par  le  point  0  et  deux  points  correspondants 


M  e/  M',  s//Me5  sur  /es  c/e«a;  droites,  passe 
par  un  second  point  fixe. 
En  effet 

(D,  D')  =  9,         (C)M,  ÔM')  =  e, 

donc  le  quadrilatère  OMAM'  est  inscriptible 
et  le  cercle  OMM'  passe  par  le  point  fixe  A, 
point  de  rencontre  des  deux  droites  D,  D'. 

Remarque.  —  Nous  verrons  (chap.  iv,  d) 
que  la  droite  est  la  seule  ligne  jouissant  de  la  propriété  précédente. 

e)  Application  111.  —  Trouver  sur  une  circonférence  donnée 
un  arc  égala  un  arc  donné,  tel  que  les  droites  joignant  respective' 
ment  ses  extrémités  à  deux  points  donnés  A  e/B  soient  parallèles. 
Soient  MM'  Tare  cherché.  L'angle  au  centre  MOM'  est  évidem- 
ment connu  ;  soit  6  sa  valeur. 

Ceci  posé,  faisons  tourner  la  droite  AM  autour  du  point  0  d'un 

angle  égal  à  6.  Le  point  A  vient 
se  placer  en  un  point  connu  A'  et 
D^^-^^^^    ^"^!^r^  le  point  M  vient  en  M'.  Or 


D' 


(D,  D')  =  0,        A'M'B  =  0; 

il  en  résulte  que  le  point  M'  est 
à  l'intersection  du  cercle  O  et  de 
l'arc  de  cercle  construit  sur  A'B 
comme  corde  et  capable  de  l'angle  donné  6.  Nous  laissons  au 
.  lecteur  le  soin  de  faire  la  discussion. 


f)  Application  IV.  —  On  donne  un  arc  de  circonférence 
terminé  aux  deux  points  0  et  A.  Sur  chaque  rayon  vecteur  OM 
de  rare  donné  on  prend  un  point  M'  tel  que 

OM'=MA; 

^  trouver  le  lieu  du  point  M'. 

Soit  C  le  point  de  l'arc  donné  qui 
D"^^^V\y4      /  ^  \       \        est  situé  sur  le  diamètre  perpendicu- 
laire à  OA  et  soit 

6CA  =  6,         d'où        OMX^O. 

En  outre  le  point  C,  étant  situé  sur 
la  bissectrice  de  l'angle  AMM',  est  à  égale  distance  des  côtés  D  et 
D'  de  cet  angle.  ,      /    •       i  ..     i    u  i    A  tin     '^  '^^•' 
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Conséquences.  —  Si  on  fait  tourner  la  droite  D  autour  du  point  C 
d'un  angle  0  (dans  le  sens  de  la  flèche),  cette  droite  D  vient  s'ap- 
pliquer sur  la  droite  D'.  Le  point  A  vient  en  0  et  le  point  M 
en  M'  (car  OM'  =  MA).  Donc 

CM  =  CM',        (CM,  CM')  =  ô; 

et  par  suite  le  lieu  du  point  M'  n'est  autre  que  l'arc  donné  qui  a 
tourné  de  l'angle  0  autour  du  point  C  (dans  le  sens  de  la  flèche). 

On  remarquera  que  dans  sa  nouvelle  position  l'arc  donné  est 
tangent  en  O  à  la  droite  OA. 


§  3. 
Symétries. 

a)  Rappel.  —  Une  symétrie  par  rapport  à  une  droite  D  fait 
correspondre  à  chaque  point  M  du  plan  un  point  M'  obtenu  en 

prolongeant  la  perpendiculaire  MP  à  la  droite  D 
d'une  longueur  égale  PM'. 

Une  symétrie  par  rapport  à  une  droite  donnée 
transforme  une  figure  F  en  une  figure  égale 
mais  de  sens  contraire. 

Pour  désigner  d'une  manière  abrégée  une 
symétrie  donnée,  on  emploie  la  notation  S. 

b)  Équations  qui  déûnissent  une  symétrie.  Cas  par- 
ticuliers. —  Soient  encore  : 

z  l'affîxe  du  point  M,  z  =  x-hiy, 

z'  —  transformé  M',       z'  =  x'  -+-  iy', 

et  supposons  que  : 

1°  l'axe  D  soit  confondu  avec  Ox,  alors  l  z'  =:Zq, 
2°  -  -  Oy     -     }  z'=-z,, 

où  Zq  désigne  le  nombre  complexe  conjugué  de  z, 

z,  =  x—iy. 

En  troisième  lieu,  supposons  que  l'axe  D  soit  perpendiculaire  à 
Ox  au  point  A  ayant  pour  abscisse  a. 
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D 


m' 


-iM 


Soit  Mj  le  symétrique  de  M  par  rap- 
port à  l'axe  Ox.  (Le  point  [A  [étant 
le  milieu  de  MjM',  on  a 


X 


1.  / 


D 


'ivii 


d'où 


:2a  — 


<-m 


m'ix') 


c)  Autre  cas  particulier.  L'axe  de  symétrie  D   passe 

par  l'origine  0.  —  Soient  encore  : 

M'  le  symétrique  de  M  par  rapport  à  l'axe  D, 
Ml  —  —  Ox, 

(0  l'angle  de  Ox  avec  D,  {Ox,  D)  =  a). 

On   remarquera  que 

OM  =  OMj  =;0M', 
(OM;,  ÔM^)  =  2(0  ; 

en  d'autres  termes  : 

la  symétrie  par  rapport  à  l'axe  D  équivaut 
à  une  symétrie  par  rapport  à  l'axe  Ox, 
suivie  d'une  rotation  autour  du  point  0, 
d'angle  2w. 

La  formule  de  la  rotation  donne  alors 

<-m        {z^  =  x  —  yi); 

x'  =^x  cos2a)  H-  y  sin2a), 
y'  =  xsin2oj  —  y  cos2a). 

En  particulier,  si  w  =  |  on  voit  que 

x'  =  y,        y'  —  x,        z'  =  iz^. 

d)    Équations    qui    définissent    une    symétrie.     Cas 
général.  —  Supposons  donnés  : 

Tx  i"  le  point  A  [a,  0)  où  D  coupe  Ox; 

2°  l'angle  w  =:  [Ox,  D). 
Un  transport  d'origine  au  point  A  et  un 
retour  à  l'ancienne  origine  donnent 

z'  —  a  =  (Zo  —  a)  e^'"\     ^-Œ     (zo  =  a;  —  iy). 


Remarque  I.  —  En  particulier,  le  point 
symétrique  de  l'origine  0  s'obtient  en  faisant  z^  =  0.  Ainsi  : 
pour  l'origine  0        z'  =  a  —  ae-''\        <-m. 


(1)  z'  =  z,e 

on  en  déduit 
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Remarque  II.  —  La  formule  générale  développée  donne 

(  x'  —  a  =  (ce  —  a)  cos2a)  +  y  sin2a), 
\  y'  =  {x  —  a)sin2to  —  ^  cos2(o. 

Cas  particulier.  —  La  droite  D  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  des  points  doubles  de  la  transformation 

z'  — a  =  (Zo— a)e-''"; 
son  équation  est  donc 

Telle  est  Véquation  d'une  droite  quelconque. 


^  4. 
Homothéties. 

a)  Rappel.  —  Une  homolhétie  de  centre  0  et  de  rapport 
d'homothétie  k  fait  correspondre  à  chaque  point  M  du  plan  un 
pont  Mi',  situé  sur  la  droite  illimitée  OM,  et  tel  que  l'on  ait 

UÂr=/f.ôM. 

m'       L'homothétie  est  directe  si  A'  >  0  ;  elle  est  inverse 
>«  siA<0. 

Elle  se  réduit  à  une  symétrie  par  rapport  au 
point  0,  dans  le  cas  où  kz=  —  1. 

Dans  la  suite,  nous  supposerons  connues  les  propriétés  de 
l'homotliétie  étudiées  dans  les  cours  élémentaires. 

6)  Equations  qui  dcnnisscnt  une  hoinothétio.  —  Le 

point  0  étant  pris  pour  origine  des  coordonnées,  les  équations 
cherchées  sont 

x':=ikx.        ■y'^z.ky, 

qui  peuvent  être  remplacées  par  l'équation'unique 

Si  le  centre  d'homothétie  est  un  point  ayant  pour  affîxe  le 
nombre  complexe  a,  l'équation  qui  définit  Fhomothétie  est 

z'  —  a  =  k{z  —  a)\         <-m. 

Remarque.  —  Pour  désigner  d'une  manière  abrégée  une 
homothétie  donnée,  on  emploie  la  notation  H. 


CHAPITRE   II 

COMPOSITION 

DE  DEUX  TRANSFORIVIATIONS  DE  IVIÊIVIE  NOM. 

TRANSFORMATIONS  TT',   RR',    SS',   HH'. 


a)  Rappel.  —  Produit  de  deux  transformations.  —  Si 

à  un  point  quelconque  M  du  plan  on  applique  la  transformation  A, 
puis  au  point  obtenu  la  transformation  B,  on  obtient  un  point  M'. 
La  transformation  qui  fait  correspondre  le  point  M'  au  point  M 
est  désignée  par  le  symbole  AB  et  est  appelée  la  transformation 
produit  de  la  transformation  A  par  la  transformation  B,  En 
général,  la  transformation  AB  n'est  pas  identique  à  la  transfor- 
mation BA. 

Ainsi  la  notation  TT'  désigne  le  produit  de  deux  translations, 
la  notation  RR'  désigne  le  produit  de  deux  rotations,  etc. 

b)  Transformation  TT'.  —  Soient  T  et  T'  les  translations 

définies  par  les  vecteurs  OA  et  OB.  On 

^ . -_J^        a  vu  dans  les  éléments  que  : 

y         ^^..^^'"^Z  La  Iransformation  TT'  est  une  trans- 

y^^""'^^^         /  lation  définie  par  le  vecteur  OC,  résul- 

0  A  ^        tante  des  deux  vecteurs  OA  et  OB. 

On   voit  dans  ce  cas  que  les  trans- 
formations TT'  et  T'T  sont  identiques  ou  équivalentes  : 

TT'  =  T'T, 

c'est-à-dire  qu'à  un  point  quelconque  M  elles  font  correspondre 
le  même  point  M'. 


TRANSFORMATION   TT' 
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c)  Transformation  RR'.  Point  double.  —  Les  données 
sont  fixées  dans  les  deux  tableaux  et  les  deux  figures  qui  suivent  : 


rotation  R, 

centre  :  le  point  A, 
angle:  (AC,  AB)  =  6, 

6  >  0,         6'  >  0. 


rotation  R', 
centre  :  le  point  B, 
angle:  (BA,  BD)r=e'. 


6>0, 


y  <o. 


Soit  P  un  point  double  et  soient  :  1°  A'  le  correspondant  de  A 
dans  la  transformation  RR',  2°  B,  le  point  qui  a  pour  transformé 
le  point  B  ; 

A' se  trouve  sur  BD.  et        BA'  =  BA, 
Bj  se  trouve  sur  AG  et        AB,  =  AB. 

Ceci  posé,  appliquons  la  transformation  RR'  au  vecteur  PA. 
Puisque  le  point  P  est  invariant,  le  vecteur  correspondant  est  le 
vecteur  PA',  et 

PA'  =  PA; 

le  point  P  se  trouve  donc  sur  la  perpendiculaire  à  AA'  en  son 
milieu  et  par  suite  sur  la  bissectrice  de  l'angle  6'. 

En  appliquant  la  transformation  RR'  au  vecteur  PBj,  on  voit 
de  même  que  P  se  trouve  sur  la  bissectrice  de  Fangle  6.  Il  est 
donc  à  l'intersection  des  deux  bissectrices  précédentes,  et  par 
suite  complètement  déterminé.  Toutefois  il  est  rejeté  à  Finfîni 
si  6  H-  6'  =  0,  car  alors  les  droites  AC  et  BD  (2*  fig.)  sont  parallèles. 

Vérification.  —  La  rotation  R  amène  P  envP^,  symétrique  de  P 
par  rapport  à  AB  ;  la  rotation  R'  le  ramène  au  point  de  départ. 
D'où: 

Théorème.  —  La  transformation  RR'  a  un  point  double 
unique  P,  à  l'intersection  des  bissectrices  des  angles  6  et  0'.  //  est 
rejeté  à  l'infini  si  6  -+-  6'  =  0. 
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On  remarquera  que  le  point  P^  est  le  point  double  de  la  trans- 
formation R'R.  Les  deux  transformations  RR'  et  R'R  sont  donc 
distinctes. 


d)  Transformation  RR'.  Eléments  invariants  dans  le 
cas  où  les  ang-les  de  rotation  0  et  0'  ont  des  valeurs 
opposées.  —  Considérons  une  droite  quelconque  D.  La  rota- 
tion R  de  centre  A  et  d'angle  0  l'amène  dans  une  position  Dj  ;  la 
rotation  R'  de  centre  B  et  d'angle  —  6  amène  Dj  dans  une  posi- 
tion D'  parallèle  à  D.  Ainsi  : 

Toute  droite  est  parallèle  à  sa  transformée. 

Soit  A'  le  point  transformé  de  A  dans  la  transformation  RR' 

_  (ou,   ce  qui  revient  au  même,   dans   la 

A'       \  D  . 

V  *         L  rotation  R')  et  soit  encore 

(AC,  AB)  =  e. 

Considérons  une  droite  D  parallèle 
à  AA'  et  par  suite  perpendiculaire  à  la 
bissectrice  de  l'angle  BAC.  La  rotation  R 
amène  la  droite  D  dans  la  position  Dj 
symétrique  par  rapport  à  AB-.  La  rota- 
tion R'  ramène  la  droite  dans  sa  position 
initiale  D.  Ainsi  : 
Toute  droite  parallèle  à  la  droite  AA'  reste  invariante  par  la 
transformation  RR'. 

e)  Réduction  de  la  transformation  RR'.  Cas  général. 

—  Supposons  que  les  angles  de  rotation  6  et  ô'  n'aient  pas  des 
valeurs  opposées, 

6-h6'7i0; 

la  transformation  RR'  a  alors  nn  point  double  P  à  distance  finie. 
Soit  M  un  point  quelconque  du  plan.  Appliquons  la  transfor- 
mation RR'  au  vecteur  PM.  La  rotation  R  l'amène  dans  une  posi  ■ 
tion  PjMi  telle  que 

PjM,=:PM,     (FM,  f;;m;) = 6  ; 

la  rotation  R'  l'amène  dans  la  position  PM'  : 


PM'  =  PjM,,         (P^Mj.  PM')  =  0' ; 
ainsi  PM  =  PM',        (PM,  PM')  =  6-rO' 

d'où  le  théorème  suivant  : 
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Théorème.  —  Si  les  angles  de  rotation  ô  et  6'  n'ont  pas  des 
valeurs  opposées,  la  transformation  RR'  se  réduit  à  une  seule 
rotation  ayant  pour  centre  le  point  double  et  pour  angle  la 
somme  algébrique  On-  6'. 

f)  Réduction  de  la  transformation  RR'.  Cas  particu- 
lier. —  Conservons  les  notations  précédentes  et  supposons 

ô  +  6'  =  0. 

Soient  encore  A'  Thomologue  de  A  dans  la  transformation  RR' 
et  M'  rhomologue  du  point  quelconque  M.  Enfin  soit  D  la  paral- 
lèle à  AA'  menée  par  le  point  M.  On  a  vu  {d)  que  cette  droite  est 
invariante  par  la  transformation  RR',  donc 
le  point  M'  se  trouve  sur  D.  D'autre  part,  on 
a  vu  aussi  {d)  que  le  vecteur  AM  est  parallèle 
à  son  homologue  A'M'.  Il  résulte  de  là  que  la 
figure  AA'MM'  est  un  parallélogramme  et 
que  le  vecteur  MM'  est  équipollent  au  vec- 
teur AA'.  D'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Dans  le  cas  oii  les  angles  de  rotation  6,  0'  ont 
des  valeurs  opposées,  la  transformation  RR'  se  réduit  à  une 
translation  définie  par  le  vecteur  AA'  (A'  étant  Ihomologue  du 
centre  A  dans  la  transformation  RR'). 

On  remarquera  que  la  transformation  R'R  est  une  translation 
définie  par  le  vecteur  BB',  le  point  B'  étant  l'homologue  du  point  B 
dans  la  transformation  R'R  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la 
rotation  R). 

g)  Réduction  de  la  transformation  RR'.  Solution 
analytique.  —  Prenons  pour  origine  le  point  A  et  pour  axe 
des  X  la  droite  AB.  Soit  a  l'abscisse  du  point  B. 

La  rotation  R  amène  le  point  M  (z)  au  point  Mj(Zj) 

la  transformation  R'  amène  le  point  Mj  au  point  M'  (z') 

z'  —  a  =  (Zi  —  a)e'*'  ; 

donc  la  relation  entre  z  et  z'  est  la  suivante  : 

z'  — a  =  (ze'*'— a)e'»', 
qui  est  de  la  forme 

z'  =  ze  ('+*')  H-  u. 
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l*^""  cas.  ô  +  ô't^tO.  La  transformation  a  un  point  double 
unique  P(a),  défini  par  l'équation 

d'où 

z'  — a  =  (z  — a)e^(«+'''). 

Donc  la  transformation  RR'  se  réduit  (chap.  i,  §  2,  6)  à  une 
rotation  autour  de  P  d'angle  (6  +  6'). 

2°  cas.     6  4-6'  =  0.  La  relation  entre  z  et  z  devient 

Comme  u  est  la  valeur  de  z  pour  z  =  0,  c'est  l'affixe  du  point  A' 
homologue  de  A  dans  la  transformation  RR'.  La  transformation 
donnée  se  réduit  donc  (chap.  i,  §  1,  6)  à  une  translation  définie 
par  le  vecteur  AA'. 

Nous  retrouvons  les  résultats  obtenus  géométriquement. 

,h)  Réduction  de  la  transformation  SS'.  —  Cas  g-énéral. 

—  Supposons  que  les  axes  de  symétrie  D  et  D'  se  coupent. 
Prenons  ce  point  de  rencontre  0  pour  origine  et  conservons  les 
notations  déjà  employées  (chap.  i,  §  3,  c). 

La  symétrie  S  amène  le  point  M(z)  au  point  Mj(Zj), 

z  —  z  e^^  •" 

la  symétrie  S'  amène  ce  point. M^  au  point  M'(z'), 

z'  =  (z,)oe-2-', 
ou  bien 

z'  =  ze2'(-'-™). 
Or,  dans  tous  les  cas, 

ô'  — w  =  0,         6=:(D,  D'), 
donc  enfin 

z'  =  ze'^'^ 

Théorème.  —  La  transformation  SS'  se  réduit  à  une  rotation 
de  centre  0  et  dMngle  26  [le  point  0  étant  le  point  de  rencontre 
des  deux  axes  de  symétrie,  et  ô  l'angle  (D,  D')]. 

Nous  ne  reproduisons  pas  ici  la  démonstration  géométrique, 
qui  est  très  élémentaire. 
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/)  Réduction  de  la  transformation  SS'.  Cas  particu- 
lier. —  Supposons  que  les  deux  axes  de  symétrie  D  et  D'  soient 
parallèles. 

Prenons  pour  axe  des  y  la  droite  D  et  soit  x  =  a  Téquation  de 
la  droite  D'.  Les  transformations  successives  S  et  S'  sont  définies 
par 

(S)  x,  =  —  x,  y,  =  y. 

(S')  a?'  =  2a  — 0?!,        y' =  yv 

d'où 

(SS')  x'  =  x-^^a,         y'  =  y, 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  les  deux  axes  de  symétrie  sont  parallèles^ 
la  transformation  SS'  se  réduit  à  une  translation  définie  par  le 
double  du  vecteur  OP  (0  étant  un  point  pris  sur  le  premier  axe 
et  P  la  projection  du  point  0  sur  le  second). 

Remarque.  —  La  composition  de  deux  rotations,  c'est-à-dire 
ce  que  nous  avons  appelé  la  réduction  de  la  transformation  RR', 
peut  être  effectuée  en  utilisant  les  deux  théorèmes  précédents  (*). 
La  méthode  qiie  nous  avons  suivie  repose  sur  la  recherche  des 
éléments  invariants  de  la  transformation. 


j)  Transformation   HH'.   Point  double.  Droites  inva- 
riantes. —  Soient  : 

A  le  centre  de  l'homothétie  H,         B  le  centre  de  l'homothétie  H', 
k  le  rapport  d'homothétie,  k'  le  rapport  dhomothétie. 

La  transformation  H  fait  correspondre  à  un  point  M  le  point  M^ 

de  AM  tel  que 

mi  __ 

jy^  y\^^  AM,  =  /f.  AM; 

M'    "^-^^  la  transformation  H' fait  correspon- 

dre à  Mj  le  point  M'  de  BM  tel  que 

^*  bM'  =  /^'.bm;; 

donc  la  transformation   HH'   fait  correspondre  le  point  M'  au 
point  M. 

Un  point  double  P  ne  peut  se  trouver  que  sur  la  droite  AB  ;  il 
est  défini  par 

AP^  =  k.ÂP,         W  =  k'.BP,, 

(*)  Voir  le  Traité  classique  de  géométrie  de  M.  Hadamard,  l"'  Tol.,  page  96. 
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OU  bien  x^^=zkx,        x'  —  a  =  k'{x^  —  a), 

X  — a=^k'{kx  —  a), 

P  ,       aii—k') 

ou  enfin  x  =  i_f^f^/  ; 

d'où  le  théorème  : 

Théorème.  —  Si  kk':^l  la  transformation  HH'  a  un  point 
double  unique  P,  situé  sur  la  ligne  des  centres  AB.  Si  kk'  =  1  le 
point  P  est  rejeté  à  Vinfini. 

En  second  lieu,  d'après  une  propriété  élémentaire  de  l'homo- 
thétie,  la  transformation  HH'  fait  correspondre  à  une  droite 
quelconque  D  une  droite  D'  de  même  direction.  Si  donc  la 
droite  D  passe  par  le  point  double  P,  la  droite  D'  se  confond 
avec  D.  D'oii  : 

Théorème.  —  La  transformation  HH'  laisse  invariante 
chaque  droite  passant  par  le  point  double. 

k)  Réduction  de  la  transformation  HH'.  —  Supposons 
d'abord  kk'  ^l;  la  transformation  HH'  a  alors  un  point  double  P, 
situé  sur  la  droite  des  centres  AB. 

Ceci  posé,  l'homologue  de  la  droite  D  qui  joint  le  point  P  à  un 
point  quelconque  M  étant  cette  droite  elle-même,  le  point  M'  doit 
se  trouver  sur  D.  Ainsi,  les  points  P,  M,  M'  sont  en  ligne  droite. 
D'autre  part,  la  figure  donne 

p;m;=/^.pm,      pm'=/^'.p;m;, 

donc  PM'  =  kk'.¥M; 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  M'r^l,  la  transformation  HH'  se  réduit  à 
une  homothétie  unique,  qui  a  pour  centre  le  point  double  P  et 
pour  rapport  d' homothétie  le  produit  kk'. 

Considérons  le  cas  où  kk'  =  l. 

La  droite  MM'  est  parallèle  à  AB,  car 

;,_AM,_i  _BM^ 
^~"  AM  —k'~BM'' 

En  outre, 

MM'  =  ÂB(1  — A:'), 

donc  : 

Théorème.  —  Dans  le  cas  où  kk'  =  i,  la  transformation  HH' 
est  une  translation  définie  par  le  vecteur  ÂB(1  — k'). 
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/)  Réduction  de  la  transformation  HH'.  Solution  alg-c- 
brique.   —  Conservant  les  notations  ordinaires,  nous  trouvons 

Z^  =:kz,  Z  —  a  =:  W  (Zj  —  O) 

et  par  suite, 

z'  —  a  =  k'{Jiz  —  à). 

1"  cas.     kk' ^i.  —  Il  y  a  un  point  double  P(a)  donné  par 
a  —  a^k'{k<x  —  a),_ 
d'où 

z'  —  7.=:kk'{z  —  ^)\ 

on  retrouve  le  premier  théorème  démontré  {k). 

2^  cas.     kk'  =  1.  —  La  relation  entre  z  et  z'  devient 

z'=z4-  a(l  —  k')\ 
on  retrouve  le  second  théorème  {k). 


DE  TANNENBERG,  Trantform, 


'    CHAPITRE   III 
TRANSFORMATIONS   RT   ET  TR 


a)  Point  double  de  la  transformation  RT.  —  Données  : 

Translation  T  définie  par  le  vecteur  OA. 

T.        •      r.  ^  centre  :  le  point  0, 
Rotation  R  ^         ,    .       ^  a  ^  r,  ^ 

(  angle  6,  avec        0  <  ô  <  tt. 

Demi-droite  OD,         (OA,  0D)  =  +  |. 

Soient   OB,  OC  deux  demi-droites  symétriques  par  rapport 

à  OD  et  telles  que 

'  ^  (OB,  0C)  =  6 

et  soit  PjP  le  vecteur  équi- 
pollent  à  OA  et  s'appuyant 
respectivement  sur   OC  et 
OB.  Ceci  posé  : 
1°  la  rotation  R  amène  le  point  P  en  Pj  ; 

2°  la  translation  T  le  ramène  au  point  de  départ  P.  Le  point  P 
est  donc  nn  point  double  de  la  transformation  RT. 

Il  est  le  seul  point  double.  En  effet,  la  transformation  donnée  RT, 
appliquée  à  une  droite,  altère  sa  direction,  puisque  0  <  6  <  tt, 
donc  elle  ne  peut  laisser- invariante  une  droite.  Or,  si  la  transfor- 
mation RT  avait  un  second  point  double  Q,  elle  laisserait  inva- 
riante la  droite  PQ,  ce  qui  a  été  reconnu  impossible.  Donc  enfin, 
la  transformation  RT  a  un  point  double  unique  P. 

Il  importe  d'observer  que  le  point  P^  est  le  point  double  unique 
de  la  transformation  TR.  Les  deux  transformations  RT  et  TR 
sont  donc  distinctes. 
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Remarque.  —  Le  point  P  est  à  rintersection  de  la  demi- 
droite  OB  et  de  la  perpendiculaire  à  OA  en  son  milieu.  Le 
point  P  se  trouve  aussi  sur  un  arc  de  cercle  capable  de  Tangle  6, 
construit  sur  OA  comme  corde  (car  l'angle  OPA  est  égal  à  G). 


6)  Réduction  de  la  transformation  RT.  —  Le  point  M 
étant  un  point  quelconque  du  plan,  appliquons  la  transforma- 
tion RT  au  vecteur  PM  : 

1°  la  rotation  R  amène  le  vecteur  PM  en  PjM,, 

P,M^  =  PM,         (PM,  FJâ,)  =  e  ; 

2°  la  translation  T  amène  P^Mj  dans  la  position  du  vecteur  PM' 
équipoUent  à  PiMj,  donc 

PM  =  PM',        (PM,  PM')  =  6, 

d'où  le  théorème  suivant  : 


Théorème.  —  La  transformation  RT  est  équivalente  à  une 
rotation  unique,  ayant  pour  centre  le  point  double  P  et  pour 

angle  de  rotation  celui  de  la  rota- 
is/ tion  R. 

c)  Application.  —  On  donne  un 
triangle  ABC.  Un  point  mobile  M 
se  déplace  sur  AC  dans  la  direc- 
tion AG.  Un  second  point  mobile  N 
se  déplace  sur  BG  dans  la  direction 
BC,  de  manière  que  ion  ait  con- 
stamment 

AM  =  BN. 
Montrer  que  les  points  M  et  N  res- 
tent deux  points  homologues  dans  une  rotation  R. 
Soient  : 

ô  l'angle  au  sommet  G, 
T  la  translation  définie  par  le  vecteur  AB, 
R  la  rotation  de  centre  A  et  d'angle  6. 

La  figure  met  en  évidence  que  le  point  N  s'obtient  en  appli- 
quant la  transformation  RT  au  point  M.  Donc  les  points  M  et  N 
sont  homologues  dans  la  rotation  ayant  pour  centre  le  point 
double  P  de  RT  et  pour  angle  de  rotation  6. 
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Remarque.  —  D'après  ce  qui  précède  (a),  le  point  P  se 
trouve  à  l'intersection  de  l'arc  de  circonférence  ACB  avec  la  per- 
pendiculaire à  AB  en  son  milieu.  Par  suite,  il  se  trouve  sur  la 
bissectrice  de  l'angle  BGE.  Ceci  résulte  aussi  de  ce  que  la 
droite  BG  s'obtient  en  faisant  tourner  AG  de  l'angle  6  autour  du 
point  P.  Enfin,  d'après  (chap.  i,  §  2-,  d),  le  point  double  P  se 
trouve  sur  la  circonférence  passant  par  les  points  G,  M,  N. 

En  résumé,  le  point  double  P  a  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Il  est  sur  la  perpendiculaire  à  AB  en  son  milieu  ; 

2°  sur  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABG; 

3°  sur  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  BGE. 

4°  La  circonférence  circonscrite  au  triangle  variable  GMN  passe 
par  le  point  fixe  P  ; 

5"  la  perpendiculaire  au  segment  variable  MN  en  son  milieu 
passe  par  le  point  fixe  P. 

Ces  propriétés,  mises  en  évidence  par  la  théorie  actuelle, 
peuvent  être  vérifiées  directement,  comme  on  le  fait  dans  les 
cours  élémentaires. 

d)  Déplacement  d'un  vecteur.  —  Soient  OÂ  et  O'A'  des 
vecteurs  de  même  longueur  mais  non  équipollents;  on  sait  que  : 

Par  une  rotation  on  peut  amener  le  vecteur  OA  à  coïncider 
avec  le  vecteur  O'A'. 

Ge  théorème  est  une  conséquence  immédiate  de  la  composition 
d'une  rotation  et  d'une  translation.  En  effet, 
soit  OB  le  vecteur  équipollent  à  O'A'  et  ayant 
pour  origine  le  point  0  ; 

(UÂ,  OB)  =  Ô. 

En  outre,  soient  : 
1°  R  la  rotation  de  centre  0  et  d'angle  6; 
2°  T  la  translation  définie  par  le  vecteur  00'. 
La  figure  montre  que  le  vecteur  O'A'  s'obtient  en  appliquant 
au  vecteur  OA  la  transformation  RT.  Or,  celle-ci  équivaut  à  une 
rotation  d'angle  6  autour  du  point  double.  La  proposition  est 
donc  établie. 

Remarque.  —  Les  propriétés  du  centre  de  rotation  sont  celles 
du  point  double  P,  établies  au  paragraphe  c  précédent. 

e)  Réduction  de  RT.  Solution  alg-ébrîque.  —  Données  : 
Rotation  (  centre  :  origine  0,         Translation  (  définie  par  DS, 

R        (    angle  :  0  <  ô  <  it.  T  (  d'affixe  a. 
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La  rotation  R  amène  le  point  M(z)  au  point  M^{z^), 

la  translation  T  amène  le  point  Mj  au  point  M' (5'). 

z'  =  Zi  +  a  ; 
donc  la  transformation  RT  est  définie  par 

z'  =  ze'*>  +  a,         <-m        0<6<7t. 

Soit   a  l'affixe  du  point  double.  Il  est  complètement  déter- 
miné par 

«==  ae''4-  a; 

l'équation  de  RT  peut  alors  prendre  la  forme 

z'  — a  =  (z  — a)e'*.         <-« 

On  voit  donc  que  la  transformation  RT  se  réduit  (chap.  i,  §  2,  6) 
à  une  rotation  d'angle  0  autour  du  point  (a). 


CHAPITRE  IV 


TRANSFORMATIONS  HR  ET  RH 


a)  Point  double  de  HR.  —  Soient  : 
0  le  centre  de  l'homothétic  H, 
k  le  rapport  d'homothétie, 
A  le  centre  de  la  rotation  R, 
et,  pour  fixer  les  idées, 

k>l,        0>O,         (6<Tr). 

Le  problème  revient  au  suivant  : 

Déterminer  deux  points  P  et  P'  en  ligne  droite  avec  le  point  O 
et  tels  que 

ÔP'  =  k.'ÔP,        AP  =  AP',        (ÂP',  ÂP)  =  6. 

i"  La  perpendiculaire  à  PP'  en  son  milieu  doit  passer  par  le 
point  A,  donc  la  demi-droite  OPP'  ne  peut  se  trouver  à  gauche  de 

Taxe  des  y.   D'autre  part, 
2/  ,  ^\^  Fangle  (AP',  AP)  est  positif 

P^..^^  ^  par    hypothèse,     donc     la 

demi-droite  OPP'  ne  peut 
se  trouver  dans  l'angle 
xOy'.  En  définitive,  les 
points  P  et  P'  doivent  se 
trouver  dans  l'angle  xOy. 

2°  Par  le  point  A  menons 
la  droite  D  telle  que 

(0^,  D)  =  | 

et  soit  G  le  symétrique  du  point  O  par  rapport  à  la  droite  D. 
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Enfin  faisons  tourner  la  droite  OPP'  de  Tangle  6  autour  du 
point  A.  Il  est  évident  que  le  point  P'  vient  en  P  et  le  point  O 
en  C.  Donc 

PC  =  OP' 

et,  par  suite,  PG^A-.PO. 

En  outre,  la  droite  OPP'  tournant  de  l'angle  G, 

6p^  =  6,     . 

de  sorte  qu'en  définitive  le  point  P  se  trouve  : 
1"  sur  la  circonférence  lieu  des  points  P  tels  que 

PC  =  ^.PO; 

2°  sur  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  OAC,  mais  au- 
dessus  de  Oa;. 

La  transformation  HR  a  donc  un  point  double  P  et  un 
seul. 

Remarquons  que  la  transformation  RH  a  un  point  double  et  un 
seul,  à  savoir  le  point  P',  homothétique  du  point  P  par  rapport 
au  point  O,  le  rapport  d'homothétie  étant  k. 

h)  Réduction  d'une  transformation  HR.  —  Conservons 
les  notations  précédentes,  et  soit  M  un  point  quelconque  du  plan. 
Au  vecteur  PM  Thomothétie  H  fait  correspondre  le  vecteur  paral- 
lèle P'M,  tel  que 

P'Mi  =  A-.PM. 

La  rotation  R  amène  le  vecteur  P'M,  dans  la  position  PM'  telle 
que 

(PM,  PM')  =  e,        PM'  =  A:.PM, 

(PM'  =  P'MJ. 

Donc  la  transformation  HR  qui  fait 
correspondre  M'  à  M  est  équivalente 
à  une  transformation  H'R'  dans 
laquelle  H'  et  R',  ont  le  même  centre. 

^ -^\  En   résumé,   pour   la   transformation 

plus  simple  HR'  : 

Homothétie  (  centre    :  P,         Rotation  C  centre  :  P, 
H'  J  rapport  :  A:;  R'        f  angle    :  6. 

Les  données  numériques  de  H'R'  sont  les  mêmes  que  dans  la 
transformation  HR. 
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On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Une  transformation  HR  quelconque,  ayant 
pour  point  double  le  point  P,  est  équivalente  à  une  transforma- 
tion H'R'  dans  laquelle  H'  et  R'  ont  le  même  centre,  à  savoir  le 
point  double  P. 

Le  même  raisonnement  s'applique  à  la  transformation  RH. 

Remarque.  —  Nous  dirons  que  la  transformation  RH  est 
simple  si  R  et  H  ont  le  même  centre.  U  importe  de  remarquer 
que  : 

Toute  transformation  simple  HR  est  équivalente  à  la  transfor- 
mation RH.  Ainsi  :  HR=  RH. 


c)  Application  I.  —  On  donne  deux  courbes  D,  D'  et  un 
point  A.  Construire  un  triangle  ABC  ayant  un  sommet  en  A, 
s" appuyant  sur  les  deux  courbes,  et  semblable  à  un  triangle  donné. 

Prenons  comme  données  : 
1°  l'angle  A, 

2°  le  rapport  -r-j^  ■=  k, 

et  comme  inconnu  le  point  B. 

Supprimons  un  instant  la  condition 
que  le  point  B  se  trouve  sur  la  courbe 
D'.  Le  problème  devient  alors  indéter- 
miné et  il  s'agit  de  trouver  le  lieu  des  points  B. 

Soit  M  le  point  de  AB  tel  que  AM=:  AC.  Le  lieu  du  point  M 
n'est  autre  que  la  courbe  D  elle-même,  qui  a  tourné  de  l'angle 
rir  A  autour  du  point  A.  Enfin  le  lieu  du  point  B  est  la  courbe  D", 
homothétique  du  lieu  des  points  M,  le  centre  étant  le  point  A  et  le 
rapport  d'homothétie  étant  le  nombre  k.  En  résumé,  le  lieu  des 
points  B  est  la  courbe  D,  qui  a  subi  une  transformation  RH 
(simple)  bien  déterminée. 

Pour  résoudre  le  problème  donné,  il  suffit  de  prendre  l'inter- 
section de  la  courbe  D"  avec  la  courbe  D'.  On  obtient  ainsi  les 
points  B  cherchés. 

d)  Application  II.  —  Appelons  C  la  position  que  prend  une 
courbe  G  après  une  rotation  d'un  angle  donné  6  autour  du  point 
donné  0. 

Problème.  —  Déterminer  la  courbe  C  de  manière  que  le  cercle 
passant  par  le  point  0  et  deux  points  correspondants  M  et  M', 
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situés  sur  les  deux  courbes  C  et  C,  passe  par 
un  second  point  fixe. 

Soit  A  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  trian- 
gle OMM'.  Quand  le  point  M  décrit  la  courbe  C, 

0A_      1 

0 


OM 


const.  =  k. 


2cos7 


Le  lieu  du  point  A  est  donc  la  courbe  C,  qui 
a  subi  une  transformation  HR  simple,  à  savoir  : 

centre  :  O, 


Homothétie 
H 


centre  :  0, 
rapport  :  k; 


Rotation 


R         )  angle  .'2 


D'autre  part,  pour  que  le  cercle  OMM'  passe  par  un  second 
point  fixe  0'.  il  faut  et  il  suffit  que  le  lieu  du  centre  A  soit  une 
ligne  droite.  Donc  la  courbe  G  doit  aussi  être  une  ligne  droite.  On 
retrouve  le  théorème  démontré  plus  haut  (chap.  i,  §  2,  d). 

e)  Application  III.  Généralisation.  —  Appelons  C  la 
position  que  prend  la  courbe  C  quand  on  lui  applique  une 
transformation  simple  donnée  HR  (R  et  H  ont  le  même  centre). 
Ceci  posé,  il  s'agit  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Problème.  —  Déterminer  la  courbe  C  de  manière  que  le  cercle 
passant  par  le  point  O  et  deux  points  correspondants  M  et  M', 
situés  sur  les  deux  courbes  C  et  C,  passe  par  un  second  point  fixe. 

En  cherchant  le  lieu  du  centre  A  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  OMM',  on  verra  comme  précédemment  que  la  ligne  G 
doit  être  une  ligne  droite  D.  Le  point  fixe  est  le  point  de  ren- 
contre de  la  droite  D  et  de  son  homologue  D'. 

/)  Application  IV.  —  Les  données  restant  les  mêmes,  quelle 
doit  être  la  courbe  G  pour  que  la  droite  qui  joint  deux  points 
correspondants  M  et  M',  situés  sur  les  courbes  G  et  G',  passe 
par  un  point  fixe  ^. 

Désignons  encore  par  0  l'angle  de  rotation  et  par  k  le  rapport 
d'homothétie.  Soit  Q  la  projection  du  point  O  sur  MM'.  Puisque 

Q  \ivi  ,^„    ^„.      ,  OM' 


M 


(OM,  OM')  =  0        et 


OM 


=  k, 


le  triangle  OMM'  reste  semblable  à  un  trian- 
gle fixe.  Donc, 


gg  =  const. 


(OM,  OQ)  =  const.  ; 
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et  le  Ireu  du  point  Q  est  la  courbe  G,  qui  a  subi  une  transfor- 
mation RH  de  centre  0. 

Or,  pour  que  la  droite  MM'  passe  par  un  point  fixe,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  lieu  du  point  Q  soit  une  circonférence  passant  par  le 
point  0.  Donc  enfin  la  courbe  G  doit  aussi  être  une  circonférence 
passant  par  le  point  0. 

g)  Transformation  linéaire.  —  Considérons  la  transfor- 
mation linéaire  générale 

(1)  z'  =  az  +  p, 

où  z  et  z  désignent  des  variables  complexes  et  a  et  p  des  nombres 
complexes  donnés.  Il  s'agit  d'interpréter  géométriquement  cette 
transformation. 

Si  a=  1  réquaVion  (1)  définit  une  translation.  Supposons  donc 

ai^é:!,         a  =  Â:e'\         en  outre        0  <  6  <  tt. 

Soit  A  le  point  double  de  la  transformation.  Son  affixe  a  est 
donné  par  l'équation 


a=:aaH-  8,         a  = 


1-a' 

et  l'équation  (1)  prend  alors  la  forme 

(2)  z'  —  a  =  a(z  — a).         <-'M 

Gette  équation  résulte  de  l'élimination  de  Zj  entre  les  deux 
équations 

(3)  z^  —  a  =  e^Hz  —  a), 

(4)  z'-~a  =  k{z,  —  a). 

L'équation  (3)  définit  (chap.  i,  §  2,  6)  une  rotation  R  de  centre  A 
et  d'angle  6. 

L'équation  (4)  définit  une  homothétie  H,  ayant  pour  centre  A  et 
pour  rapport  d'homothétie  le  nombre  k  (chap.  i,  §  4,  h). 

La  transformation  linéaire  (1)  est  donc  une  transformation  RH 
simple.  En  résumé  : 

La  transformation  linéaire 

z'  =  a2  +  |B,         <x:7^1,         QL=zke'\         0  <  6  <  tt, 

définit  une  transformation  simple  RH  {ou  HR)  ; 

1°  la  rotation  R  a  pour  centre  le  point  double  A  et  pour  angle 
de  rotation  6  ; 
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2"   rhomolhétie  H  a  pour  centre   le  même  point  A  et  pour 
rapport  dhomothétie  le  nombre  k. 


h)  Transformation  RTH  ou  DH.  —  Nous  savons  qu'une 
transformation  RT  ou  D  équivaut  à  une  rotation  R,  autour  du 
point  double  P  de  RT,  l'angle  de  rotation  étant  celui  de  R.  Ainsi 
la  transformation  DH  équivaut  à  R^H  : 

D  =  RT  =  R„        DH  =  R,H. 

D'autre  part  (chap.  iv,  6),  la  transformation  RjH  équivaut  à 
une  transformation  R'H'  simple^  c'est-à-dire  dans  laquelle  R'  et  H' 
ont  le  même  centre.  Ce  point  est  le  point  double  de  R^H  et  par 
suite  de  DH.  Donc  : 

Théorème.  —  La  transformation  RTH  ou  DH  équivaut  à  une 
transformation  R'H'  simple  : 

i"  le  centre  de  rotation  de  R'  est  le  point  double  P  de  DH  ; 
2°       —       d'homothétie  deW;  —  ; 

3°  V angle  de  rotation  de  R'  est  celui  de  R; 
4°  le  rapport  d'homothétie  de  H'  est  celui  de  H. 

i)  Application  géométrique.  —  On  donne  un  triangle  ABC. 
Un  point  mobile  M  se  déplace  sur  AG  dans  la  direction  AC.  Un 
second  point  mobile  N  se  déplace  sur  BC  dans  la  direction  BC, 
de  manière  que  l'on  ait  constamment 

BN=:^.AM,        Â-=const. 

Montrer  que  les  points  M  e/  N  restent  deux  points  homologues 
dans  une  transformation  simple  RH 

Soient  : 
.  r  6  l'angle  au  sommet  C, 

A^     V  T  la  translation  définie  par  le  vec- 

■   ^  A\lNi    \.  teur  ÂB, 

^^-J!y         \        \  R  la  rotation  de  centre  A  et  d'an- 

<f         y- \  .n^leô, 

\  n  /  \  H   l'homothétie  de   centre  B    et  de 

'^ _^        rapport  k. 

A  P»  La  figure  met   en  évidence  que   le 

point  N  s'obtient  en  appliquant  la  trans- 
formation RTH  au  point  M  ;  les  points  M  et  N  sont  donc  homo- 
logues dans  la  transformation  R'H'  équivalente  à  RTH. 
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Remarque.  — ■  Le  théorème  précédent  et  celui  démontré 
(chap.  III,  c)  conduisent  aux  propriétés  suivantes  du  point 
double  P  de  RTH  (centre  de  H'R')  : 

Théorème.  —  1°  Le  triangle  variable  PMN  reste  semblable 
au  triangle  fixe  PAR  ; 

2°  La  circonférence  circonscrite  au  triangle  fixe  PAR  passe 
par  le  point  C  ; 

3°  La  circonférence  circonscrite  au  triangle  variable  PMN 
passe  par  le  point  fixe  C. 


CHAPITRE  V 
INVERSIONS.  TRANSFORWIATIONS  IS  ET  SI. 


a)  Rappel.  —  Une  inversion  de  centre  0  et  de  puissance  ±  k^ 
fait  correspondre  à  un  point  quelconque  M  du  plan  un  point  M', 
situé  sur  la  droite  illimitée  OM,  et  tel  que 

JM.ÔM'  =  dzk\ 

Dans  la  suite,  nous  supposerons  connues  les  propriétés  de 
rinversion  étudiées  dans  les  cours  élémentaires. 

6)  Équations  qui  définissent  une  inversion.  —  Prenons 
pour  origine  le  centre  d'inversion  et,  pour  fixer  les  idées,  soit 
H-  k^  la  puissance  d'inversion. 

Les  formules  cherchées  sont 

(1)  ^'=J^.^      y'-^^^ 


Soit  encore 

z  =  x  +  iij,        z„  =  x  —  iy; 
les  formules  (1)  peuvent  être  remplacées  par  l'équation  unique 

Li 

~' ^ mm 

Remarque.  —  L'affixe  du  point  M'  est  ainsi  exprimée  en 
fonction  de  l'affixe  du  point  M^,  symétrique  de  M  par  rapport  à 
Ox.  Dans  les  applications  analytiques,  on  préfère  considérer 
chaque  inversion  comme  combinée  avec  une  symétrie.  L'affixe  du 
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point  M'    transformé  de  M  est  alors  exprimée  en  fonction  de 
l'affixe  z  du  point  M. 


c)  Inversion  composée  IS.  —  Soit  O  le  centre  d'une  inver- 
sion donnée  I  de  puissance  ±A^'^  et  soit  D  un  axe  de  symétrie 
passant  par  le  point  O. 

Appliquons  : 

1°  au  point  M  l'inversion  I  ; 

2°  au  point  obtenu  N  la  symétrie  donnée  S  ; 

on  obtient  en  dernier  lieu  un  point  M'. 

La  transformation  qui  fait  correspondre 
M'  à  M  est  désignée  par  le  symbole  IS. 
Nous  l'appellerons  inversion  composée 
pour  la  distinguer  de  la  précédente,  qui 
sera  dite  une  inversion  simple. 

Remarquons  que  les  transformations 
IS  et  SI  sont  équivalentes  (IS  =  SI). 


M 


d)  Équations  qui  définissent  la  transformation  IS.  — 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  D,  l'origine  étant  le  point  0. 

L'affixe  u  du  point  N  est  donnée  par 


A         0 


«  =  — 

z„ 


et  celle  du  point  M'  par 


«p  étant  la  quantité  conjuguée  de  u.  Ainsi  : 


z  ' 


<-i 


En  changeant  k^  en  — /f^  on  obtient  z'  dans  le  cas  où  la 
puissance  d'inversion  est  —  k^. 

Les  points  doubles  de  IS  sont  les  deux  points  A,  A'  de  l'axe 
des  X  définis  par  z  =  -^  k. 


Remarque.  —  Supposons  que  l'axe  D  passe  par  le  point  0  et 
par  le  point  A  d'affixe  a 

a  =  ke'", 

la  puissance  d'inversion  étant  toujours  -{-k^.  Dans  ce  cas. 
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rm 

k^ 

^\A/ 

"^0 

et  (chap.  I,  §  3,  c) 

z'  =  u^e^'"' 

/O              X 

par  suite,          z= 

/ 

ou  bien         z'  =  —         ^ 

z 

Les  points  doubles  sont  donnés  par 

z  =  ±  «; 
ce  sont  le  point  A  et  son  symétrique  A'  par  rapport  au  point  O. 

e)  Propriétés  gréométrîques.  —  Soient  A  et  A'  les  points 
doubles  d'une  inversion  composée,  dans  laquelle  la  puissance 
d'inversion  est  a^. 

Soit  N'  le  symétrique  du  point  N  par  rapport  au  point  0  ; 

0M.0N'  =  a2=:0A.0A'; 

les  quatre  points  A,  A',  M,  N'  sont  donc  sur  une  circonférence . 
D'autre  part,  le  point  M'  est  le  symétrique  de  N'  par  rapport  à 
la  perpendiculaire  à  AA'  en  son  milieu  O  ; 
donc  M'  est  aussi  sur  la  circonférence. 

Enfin  le  faisceau  des  quatre  droites 
joignant  le  point  N'  aux  quatre  points  A, 
A',  M,  M'  est  harmonique;  donc  ; 

Sur  la  circonférence  AMA'  le  point  M' 
est  le  conjugué  harmonique  de  M  par 
rapport  aux  points  A  et  A'. 

Il  résulte  de  là  que  la  droite  MM'  passe  par 
le  pôle  B  de  la  droite  AA'  par  rapport  au 
cercle. 


Remarque. 

L'équation 

donne 


Soient  a  et  —  a  les  affixes  des  points  A  et  A'. 


zz  =  a^ 


z  —  a 


z  —  a 


en  égalant  les  modules  des  deux  membres,  on  obtient 

M'A  _  MA 

M^  — MÂ7 

et  on  retrouve  ainsi  une  propriété  bien  connue. 
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f)    Transformation    IS    la    plus    grénérale.    —    Soient 
données  : 

1°  une  inversion  I  de  centre  A  et  de  puissance  A:^; 

2°  une  symétrie  S  d'axe  D  (ne  passant  pas  par  le  point  A). 

Soit  M  un  point  quelconque  du  plan. 

1°  La  transformation  I  lui  fait  correspondre  un  point  N  situé 
sur  AM  et  tel  que 

ÂN.ÂM  =  A-2. 

2°  La  transformation-  S  amène  le  point  N  au  point  M',  symé- 
trique de  N  par  rapport  à  la  droite  D. 
La  transformation   IS   fait  alors 
correspondre  le  point  M' au  point  M. 


M 

ivt' 

K^:'\ 

^^^^>^  U) 

.'fW 

A 

A   ^ 
D 

Remarque.  —  Soit  A'  le  symé- 
trique du  point  A  par  rapport  à  la 
droite  D  et  N'  le  symétrique  de  M. 
La  figure  montre  que  la  transforma- 
tion IS  est  équivalente  à  la  transformation  SI', 

is  =  sr, 

I'  désignant  Tinversion  de  centre  A'  et  de  puissance  k^.  Dans  ce 
cas,  on  voit  que  IS  et  SI  ne  sont  pas  des  transformations 
équivalentes. 

g)  Équation  définissant  les  transformations  IS  et  ST.  — 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AA'  et  soient  a  et  a'  les  abscisses 
des  points  A  et  A'.  La  figure  montre  que 

z  —  a  =  AMe'",         z'  —  a'^=  A'M'e'"''  ; 
or 

co'  =  71  —  co,  e*™  z=:  —  e"~' '", 

donc 

(1)  (z  —  a)  (z' —  a')  + /f2  =  0.         m-> 

Dans  le  cas  où  la  puissance  d'inversion  est  —  /r*,  on  trouve 

(2)  (z  —  a)  [z'  —  a')  —  k^  =  0.         m->- 

Remarque.  —  Les  premie'rs  membres  des  relations  (1)  et  (2) 
sont  bilinéaires  en  z  et  z'  et  à  coefficients  réels.  Réciproquement, 
toute  relation  bilinéaire  en  z  et  z'  à  coefficients  réels  peut  prendre 
Tune  des  formes  (1)  et  (^).  Nous  aurons  à  revenir  sur  ce  point 
important  et  sûr  les  propriétés  géométriques  des  transforma- 
tions IS  dans  le  chapitre  suivant. 


CHAPITRE  VI 
TRANSFORMATIONS  CYCLIQUES.  PRÉLIMINAIRES. 


§  1. 
Faisceau  de  cercles. 

a)  Rappel.  Données  qui  déterminent  un  cercle  d'un 
faisceau.  —  l"""  Cas.  —  Les  points  communs  à  tous  les  cercles 
du  faisceau  sont  deux  points  réels  P  et  P'. 

Soit  G   un  cercle  quelconque  du  faisceau.   On   dit  qu'il  est 

capable  de  P  angle  donné  6  si  le  plus 
petit  angle  positif  (D',  D)  formé  par 
deux  droites  D'  et  D  : 

1'^  se  coupant  sur  la  circonférence; 
2°  passant  respectivement  par   P' 
et  P, 
est  égal  à  l'angle  donné  0. 

Cette  définition  est  justifiée  par  ce 
fait  que  l'angle  (D',  D)  est  constant 
quand  M  décrit  toute  la  circonférence. 
La    figure   montre  les   deux    dispo- 
sitions possibles  pour  l'angle  (D',  D). 

Un  cercle  quelconque  C  du  faisceau  est  donc  déterminé,  si  on 
donne  : 

1°  les  affixes  a  et  a'  des  points  P  et  P'  ; 
2°  l'angle  6  dont  il  est  capable. 

La  position  d'un  point  M  sur  le  cercle  C  (a,  a',  0)  peut  être 
fixée  par  la  variable  /, 


B'^^ 


t 


PM 
P'M 
PM 
'—      PM 

DE  TANNENBERC,  Transform. 


si 


SI 


arcPMP'>0, 
arcPMP'<0. 
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Dans  le  cas  de  la  figure,  /  est  positif  si  M  est  au-dessus  de  PP', 
négatif  dans  le  cas  contraire. 

On  remarquera  que  6  représente  non  Tangle  de  deux  directions, 
mais  l'angle  de  deux  droites,  à  savoir  l'angle  (D',  D)  qui  a  pour 
côté  origine  D'  et  pour  second  côté  la  droite  D. 

2'^  Cas.  —  Les  deux  points  communs  à  tous  les  cercles  du 
faisceau  sont  imaginaires. 

Dans  ce  cas  il  y  a  dans  le  faisceau  deux  cercles  réels  de  rayon 

nul  p  et  p/,  symétriques  par  rapport 
à  Taxe  radical. 

Soit  C  un  cercle  du  faisceau  coupant 
la  droite  pp'  en  Q  et  Q'.  Ces  points 
étant  conjugués  par  rapport  à  p  etp', 
le  cercle  C  est  le  lieu  des  points  M  dont 
le  rapport  des  distances  aux  deux 
points  p  et  p'  est  constant  et  égal  à  un 
nombre  positif  A-, 

Le  cercle  C  du  faisceau  est  donc  complètement  déterminé,  si 
on  donne  : 

1°  les  affixes  a  et  a'  des  points  p  el  p'  ; 

2°  le  nombre  positif /If  ==  ^SïTF  • 

La  position  du  point  M  sur  le  cercle  C  (a,  a',  k)  peut  être  fixée 
par  la  variable  t  : 

t  =  {pM,  yu). 

On  remarquera  que  t  est  l'angle  de  deux  directions  bien  déter- 
minées, à  savoir  :  l'angle  qui  a  pour  côté  origine  la  direction  pM 
et  pour  second  côté  la  direction  p'M-  Dans  le  cas  de  la  figure,  si 
M  décrit  la  circonférence  dans  le  sens  positif,  l'angle  t  décroît 
d'abord  de  t:  à  0,  puis  de  0  à  —  -k. 

Pour  deux  points  M  et  M'  symétriques  par  rapport  à  la  droite 
pp',  la  variable  i  a  deux  valeurs  opposées. 


b)  Propriété  des  sécantes  à  un  cercle  quelconque  du 
faisceau  menées  par  un  point  fixe  de  l'axe  radical.  — 

1*^''  Cas.  —  Les  points  communs  à  tous  les  cercles  du  faisceau 
sont  deux  points  réels  P  et  P'. 
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Théorème.  —  Si  par  un  point  fixe  A  de  l'axe  radical  on 
mène  une  sécante  variable  AMjM^  à  un  cercle  C  du  faisceau,  et 
si  /j  et  /.,  sont  les  valeurs  de  la  variable  t  qui  correspondent 
aux  points   M,    et   M^,   le  produit 

tJ.,  =  const.,         ^/  =  pj^y 

quand    la    sécante    tourne    autour  du 
point  h,. 

En  effet,  les  triangles  PMjMj,  P'MiM^ 
donnent 

PM, .  PM,  =  2R/2,      P  M, .  P'M,  r=  2R/i', 

h,  li  désignant  respectivement  les  distances  de  P  et  P'  à  la  sécante. 
Or 


donc 


et,  par  suite, 


h  ,        AP 

^,  =  const.=^„ 


PM^    PM,  _  _AP 

P'M,  ■  P'M,  —  ^^"^*-  ~  AP' 


AP 

/j/^  =  COnSt.  =:-^-p7  •  <    g 

On  remarquera  que  la  constante  est  indépendante  du  cercle  du 
faisceau. 

La  même  démonstration  s'applique  si  /,  et  /.^  sont  négatifs  tous 
deux. 

2*  Cas.  —  Les  deux  points  communs  à  tous  les  cercles  du 
faisceau  sont  imaginaires. 

Théorème.  —  Si  par  un  point  fixe  A  de  Vaxe  radical  on 
mène  une  sécante  variable  AMjM^  à  un  cercle  G  du  faisceau,  et 
si  ty  et  t.,  sont  les  valeurs  de  la  variable  t  qui  correspondent  aux 
points  Mj  et  M^  la  somme 

^1  H- /.,  =  const. ,         t  =  {pMj]7M), 

quand  la  sécante  tourne  autour  du  point  A. 
En  effet, 
1°  l'égalité 

M,/? M^p 

M,/y~M^ 
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donne         ^rjA^  =  ^.^ , 

donc  les  bissectrices  des  angles 
M^pM^  et  M,/)'Mj  rencontrent  la 
sécante  AMjMj  au  même  point  I. 
2°  Soit  r  lé  conjugué  harmo- 
nique du  point  I  par  rapport  à  M, 
et  Mj.  La  droite  pV  est  la  bissec- 
trice de  l'angle  extérieur  p  du 
triangle  MipM^,  donc  elle  est  per- 
pendiculaire à  la  droite  pi.  De 
même  la  droite  />'!'  est  perpendi- 
culaire à  la  droite  p'I.  La  circon- 
férence décrite  sur  II'  comme  dia- 
mètre passe  donc  par  les  points  p 
et  />'.  Par  suite  son  centre  est  au  point  A.  Donc, 

3°  D'après  un  théorème  bien  connu  sur  la  bissectrice  d'un  angle 
d'un  triangle, 

AI/>  =  |(aM,/)  +  AM^), 
AI^=|(ÂM^'  +  i(M^'). 

Retranchons  membre  à  membre  la  deuxième  égalité  de  la  pre- 
mière; nous  obtenons 


=i{p^p'-p^p')^ 


mais 


donc 


pM^p'  =  -ht„        pM,p'  =  -t„ 


En  définitive. 


=  M  +  t. 


/j  +  /^  =  const.  =  p^p- 


Remarque.  —  Nous  retrouverons  ces  deux  théorèmes  plus 
loin,  par  un  procédé  analytique  beaucoup  plus  rapide. 
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§2. 


Équation  d'un  faisceau  de  cercles 
en  coordonnées  complexes. 

a)  Premier  cas.  —  Les  points  communs  à  tous  les  cercles  du 
faisceau  sont  deux  points  réels  et  distincts  P  et  P'. 

Soit  G  un  cercle  du  faisceau  capable  de  Tangle  6  (voir  §  1,  a, 
1"  cas)  : 

axe  des  x  :  la  droite  P'P,  direction  P'P; 
a,  a',  abscisses  de  P  et  de  P'. 

La  figure  donne 

z  — a        PM    ,.       .  i    (o  =  (U^,  FM), 


z-oc'-p'M^        '       î  co'  =  (U^,  FM), 
mais  si  M  est  au-dessus  de  Ox, 

'fi  ,_      PM 


et  si  M  est  au-dessous, 

oi'- —  co' 
donc,  dans  tous  les  cas, 


PM' 

PM 
'—      FM' 


*=/e^«. 


■  z  —  a 

Telle  est  l'équation  du  cercle  G. 

En  faisant  varier  le  paramètre  0,  on  obtient  tous  les  cercles  du 
faisceau. 

6)  Deuxième  cas.  —  Les  deux  points  communs  à  tous  les 
cercles  du  faisceau  sont  imaginaires. 

Soit  G  un  cercle  du  faisceau.  Conservons  les  notations  du  §  1, 
2*  cas  : 

axe  des  x  :  axe  radical,  direction  x'x, 
a,  a,  affixes  de  p  et  p'. 

La  figure  donne 

z  —  g pM    j(„_„')  (    oi-={Ux,  pM.), 


z-a'      y^^  '         jco'  =  (Ox,  ^), 
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or,  en  chaque  point  M(/)  du  cercle, 

co  — w'  =  — /,         t=z{pM,plÂ), 


donc 


z  —  a 


y  =  ke-'', 


pM 
p'M 


const. 


Telle  est  l'équation  cherchée. 

En  faisant  varier  le  paramètre  k,  on  obtient  tous  les  cercles  du 
faisceau. 


c)  Troisième  cas.  —  Les  deux  points  communs  à  tous  les 
cercles  du  faisceau  sont  confondus  en  un  point  P. 
En  d'autres  termes,  tous  les  cercles  du  faisceau  sont  tangents  à 

une  droite  donnée  A  en  un  point  don- 
né P.  Soit  G  un  cercle  du  faisceau.  Il 
est  complètement  déterminé  si  on 
donne  un  point  B  (d'affixe  u)  de  ce 
cercle.  Enfin  : 

1°  soit  B'  rin verse  de  B,  le  centre 
d'inversion  étant  le  point  P  et  la 
puissance  H-  1, 

2°  soit  D  la  parallèle   à  A,  menée 
par  le  point  B',  c'est-à-dire  l'inverse 
du  cercle  C, 
3"  soit  M'  l'inverse  d'un  point  quelconque  M  du  cercle  (il  se 
trouve  sur  D). . 

Ceci  posé,  prenons  pour  axe  des  x  la  droite  A  et  pour  origine 
le  point  P.  D'après  nos  notations  habituelles> 

t: 


=  u'-ht,      z;= «;-}-/, 


B'M'; 


or.  On  a  vu  que" 


donc 


1 

U  =  -t: 


'RtlS     ^ 


Telle  est  l'équation  cherchée  du  cercle  C. 

Remarque.  —  Supposons  l'origine  en  un  point  quelconque 
de  la  droite  A  et  soit  a  l'abscisse  du  point  P.  L'équation  du 
cercle  G  est  alors 

1  1 


z  —  a       u 


=  t. 


CHAPITRE  VII 

TRANSFORMATIONS   CYCLIQUES.    FORMES  CANONIQUES. 
PROPRIÉTÉS  GÉOMÉTRIQUES. 


§  1. 

Transformation  cyclique  la  plus  générale. 

a)  Rappel.  —  On  appelle  transformation  cyclique  {*)  une 
transformation  défioie  par  une  équation  de  la  forme 

(1)  ^'  =  ^f^'         ab'-ba'^O. 

Cette  appellation  est  due  à  ce  fait  que.  la  transformation  (1) 
transforme,  comme  nous  allons  voir,  un  cercle  quelconque  du 
plan  en  un  second  cercle. 

Cas  particulier.  —  Dans  le  cas  où 

a'  =  0, 
l'équation  précédente  prend  la  forme 

(2)  z'  =  a2  +  p, 
qui  a  déjà  été  étudiée  (chap.  iv,  g).  Si 

a  =  l, 

l'équation  (2)  définit  une  translation. 
Soit 

(*)  Voir  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  de  G.  Darbonx. 
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On  a  vu  que  l'équation  (2)  définit  une  transformation  simple  RH 
ou  HR  : 

i°  la  rotation  R  a  pour  centre  le  point  double  A  et  pour  angle 
de  rotation  6  ; 

2°  rhomothétie  H  a  pour  centre  le  même  point  A  et  pour 
rapport  d'homothétie  le  nombre  k. 

b)  Cas  g-énéral.  —  Soit  a  7^0;  Téquation  (1)  peut  alors 
prendre  la  forme 

"' — ^ 2  q — pr=m::^0, 


À^ 

r  +  z'         "^      ^' 

ou  bien 

^      z-hr 

Si  Ion 

pose 

(3) 

Zj  =  z  +  r, 

(4) 

m 

on  trouve 

(S) 

z'  =  z.,-hp; 

donc  la  transformation  donnée  est  le  produit  de  trois  transfor- 
mations : 

!■*  une  translation  (3)  ; 

2°  une  inversion  composée  (4),  (chap.  v,  d)  ; 

3°  une  translation  (5). 

Comme  chacune  de  ces  transformations  transforme  un  cercle 
en  un  cercle,  il  en  est  de  même  de  la  transformation  donnée.  En 
outre  cette  transformation  conserve  les  angles. 


§  2. 

Formes  canoniques  (*). 

a)  Cas  où  les  points  doubles  sont  distincts.  —  Consi- 
dérons la  transformation  générale 


(1)  ^-TT^'       pr-q=^Q; 


pz-\-^ 

~  z-hr 

(*)  Voir  le  mémoire  de  H.  Poincaré  (Acla  Mathematica,  tome  I). 
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les  affixes  des  points  doubles  sont  données   par  l'équation  du 
second  degré 

(^)    .  -^^- 

Hypothèse  :  les  racines  a  et  a'  de  cette  équation  sont  distinctes. 
En  retranchant  membre  à  membre  Tégalité 

(X=^ ; '• 

a  4-r 
de  l'équation  (1),  on  trouve 


Z-+-  r  '  ix-\-r' 

de  même, 

^'      ,/— (P^  — </)(^  — «')        ^     . 
z-\-  r  a  -{-  r 

l'équation  (1)  équivaut  donc  à 

m->         !/~*  =^~"*  .^,         A:  =  const.  =— — —  • 

z  —  a.        z  —  a  r-f-a 

Telle  est  la  première  forme  canonique  adoptée. 

6)   Cas  où    les    points   doubles   sont    confondus.    — 

Désignons  par  a  la  racine  double  de   l'équation  (2).   On  trouve 
encore 

(3)  ,'_«=£Zl£l5.£^. 

^  '  r-+-«.     z-\-  r 

Pour  z'  =  z, 

l'équation  (3)  donne 

z-{-r  =  ^ 2.         et        z  —  a  =  0, 

r-ho. 

donc  on  doit  avoir 

jor  —  ç  =  (r  H- a)% 
ou  pr  —  q  =  k^,         k  =  r-h<x, 

et  l'équation  (3)  devient  alors 

,  z — a 

z  —<x-=k. 


z  —  a-f-Â:' 
ou  enfin 

1  11 

Z  —  a       z  —  a       A" 

Telle  est  la  deuxième  forme  canonique  adoptée. 
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c)  Cas  où  la  transformation  se  réduit  à  une  transfor- 
mation linéaire.  —  Si  l'équation  de  la  transformation  est 

(1)  2'=ra2  +  p,  a^l, 

la   forme   canonique  a   déjà  été  obtenue  (chap.  iv,    g).   Soit  a 
l'affîxe  du  point  double, 

(2)  a  =  aa  +  p; 
réquation  (1)  devient 

z'  — a  =  a(z  — a).        m-> 
Ceci  est  la  troisième  forme  canonique  adoptée. 


Cas  où  réquation  de  la  transformation  cyclique 
est  à.  coefficients  réels. 

a)  La   transformation   équivaut  à  une  transforma- 
tion IS.  —  Reprenons  l'équation 


(*).        . 


.P^-tl 


et  soit  z  =  a         pour        z'  =  oo , 

z'  =a'  —  z  =  00  , 

de  sorte  que 

r=. —  a,        p  =  a'. 

L'équation  (1)  devient 

zz'  —  az'  —  a'z  =  q, 
ou  bien 

(2)       {z  —  a){z'  —  a')  =  l,        m->        {'k  =  aa'-hq), 

où  a,  a',  X  sont  par  hypothèse  réels.  Dans  ces  conditions,  les 
points 

z  =  a,        z':=a' 

sont  respectivement  deux  points  A  et  A'  de  l'axe  des  x.  La  con- 
stante 1  est  positive  ou  négative;  soit  pour  fixer  les  idées 

l  =  —  h^; 


D 

N 

M' 

^^\^ 

D 

A    ^ 
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enfin  soit  D  la  perpendiculaire  à  AA'  en  son  milieu.  Ceci  posé, 

prenons  : 

1°  rinverse  N  du  point  M, 
le  centre  d'inversion  étant  le 
point  A  et  la  puissance -f-/i"^; 

2°  le  symétrique  M'  du 
point  N  par  rapport  à  la 
droite  D. 

Si  z  est  Faffixe  du  point  M, 
Taffixe  z'  du  point  M'  est  donné  par  l'équation  (chap.  v.  g) 

(z  —  a)  {z  —  a')  -\-h-  =  0, 

donc  le  point  M'  est  l'homologue  du  point  M  dans  la  transforma- 
tion cyclique  donnée  (1).  Ainsi  : 

Théorème.  —  La  transformation  cyclique  (1),  qui  fait  cor- 
respondre le  point  {z')  au  point  (z),  est  une  transformation  IS. 

1°  L'inversion  I  a  pour  centre  le  point  A  {z  =  a)  et  pour  puis- 
sance -h  h}; 

2°  Vaxe  de  symétrie  est  la  droite  perpendiculaire  à  AA'  en  son 
milieu. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  a  =  —  h'^.  Le  cas 
où  X=i-{-h^  est  analogue  :  il  suffit  de  changer  la  puissance 
d'inversion  en  —  h^. 

Remarque.  —  On  a  vu  (chap.  v,  /)  que  la  transformation  IS 
équivaut  à  la  transformation  SI',  l'inversion  l' ayant  pour  centre  A' 
et  pour  puissance  -+-  h^. 

b)  Conséqaences  gréomélrîques.  —  1°  Aux  droites  passant 
par  le  point  A  la  transformation  fait  correspondre  les  droites  pas- 
sant par  le  point  A'.  Deux  droites  homologues  sont  symétriques 
par  rapport  à  la  droite  D. 

2°  A  un  cercle  passant  par  le  point  A  la  transformation  fait 
correspondre  une  droite. 

3°  A  un  cercle  quelconque  ne  passant  pas  par  A  la  transforma- 
tion fait  correspondre  un  cercle. 

c)  Cercles  invariants.  —  Considérons  le  faisceau  des  cercles 
passant  par  les  deux  points  doubles  réels  ou  imaginaires. 

L'équation  qui  donne  les  abscisses  des  points  doubles  étant 

f{x)  =  (x  —  a)  (ce  —  a')  ±  /i2  =  0, 
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la  puissance  de  A  et  de  A'  par  rapport  aux  cercles  du  faisceau  est 

f{a)  =  f{a')  =  ±h\ 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  transformation  cyclique  laisse  invariant 
chacun  des  cercles  d'un  faisceau,  à  savoir  :  le  faisceau  des 
cercles  passant  par  les  deux  points  doubles  {réels  ou  imaginaires). 


d)  Correspondance  homo<^raphiquc  entre  les  points 
d'un  cercle  invariant.  —  H  y  a  lieu  de  distinguer  encore  le 
cas  où  les  points  doubles  sont  réels  du  cas  où  les  points  doubles 
sont  imaginaires. 

1"  cas.  Les  deux  points  doubles  P  et  P'  sont  réels.  — 

Soit  G  un  cercle  du  faisceau  consi- 
déré et  soit  6  l'angle  dont  il  est  capa- 
ble (voir  chap.  vi,  §  1,  a). 

Pour  obtenir  le  transformé  M'  d'un 
point  M  du  cercle,  il  faut  : 

1°  mener  la  sécante  AM,  qui  coupe  la 

circonférence  en  un  second  point  N; 

2°  prendre  le  point  de  rencontre  M' 

de  la  circonférence  avec  la  parallèle  à  AA'  menée  par  le  point  N. 

On  voit  que  la  correspondance  entre  M  et  M'  est  homogra- 

phique.   Reste  à  préciser  algébriquement  cette  correspondance. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  le  point  M  au-dessus  de  l'axe 

des  X.  Posons  (voir  chap.  vi,  §  1,  a) 

PM 


t  = 


PM 


/'  = 


PM' 


on  a  vu  que 


%=t'é\ 


PM" 


%  =  te^ 


d'autre  part  la  forme  canonique  de  la  transformation  donne 


z  —  a 


k  = 


donc 


/'  =  kt. 


Telle  est  la  relation  cherchée.  Les  points  doubles  de  la  transfor- 
mation homographique  sont  les  points  doubles  de  la  transforma- 
tion cyclique  (f  =  0  et  t  =  oo  ). 
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On  remarquera  que  r=z  —  a,  donc 

a'  —  a      ÂF 
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k  = 


—  a       AP 


cette  constante  est  la  même  pour  tous  les  cercles  du  faisceau. 
En  second  lieu,  pour  le  point  N, 


u 


f 


d'où 


'      k      AP' 


on  retrouve  un  théorème  obtenu  géométriquement  (voir  chap.  vi, 

§1,6). 


e)  Correspondance  liomo»-rapliiquc  entre  les  points 
d'un  cercle  invariant.  —  2"  cas.  Les  deux  points  doubles 
sont  imaginaires. 

On  obtient  le  transformé  M'  de  M  comme  dans  le  cas  précédent, 
mais  la  relation  algébrique  qui  définit  la  correspondance  homogra- 
phique   entre  M  et  M'  a  une  forme  dilîé- 
rente. 

Conservons  les  notations  employées  plus 
haut  (chap.  vi,  §  1,  6), 

de  sorte  que  />  0  si  M  est  à  droite  de  D 
et  /  <  0  dans  le  cas  contraire. 
On  a  trouvé  (chap.  vi,  §  2,  6) 

z  —  a  ..,  z  —  a  .-.,     - 


me' 


-,  =  me' 


avec 


/)M  _ 


d'autre  part,  la  forme  canonique 


p'U 


entraîne 


d'où 


z 
z' 

■  a 

"7- 

■    z-a' 

it'-t) 

= 

1 

k~ 

a  —  a 
a'  — a- 

=  const.  =  m  ; 


k  = 


(i=pAp', 


t  —  t'  =  const.  =  0. 
Telle  est  la  relation  cherchée. 
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Remarque.  —  Pour  le  point  N,  on  a 

et,  par  suite, 

i-\-ti=^ const.  =  0  ; 

on    retrouve    un    théorème    démontré    géométriquement    (voir 
chap.  VI,  §  1,  b). 


CHAPITRE   VIII 

APPLICATION 

A  L'INTÉGRATION    D'UN    SYSTÈME    PARTICULIER 

D'ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES 


a)  Objet  de  la  question.  —  Soient  f{x,  y)  et  g{x,  y)  les 
polynômes  du  second  degré  en  x,  y,  à  coefficients  réels,  vérifiant 
ridentité 

f{x,y)-hig{x.y)  =  F{z).         z  =  x-{-iy. 

Il  en  résulte 

f{x,  y)  =  a-h  bx-\- c{x-  —  i/-),         c^O. 
g{x,  y)  =  by  +  ^cxy. 

Problème.  —  Intégrer  le  système 

qui  équivaut  à  l'équation  unique 

(I)  ^=a-f-6z4-cz2. 

Il  s'agit  de  trouver  la  fonction  z  de  /,  satisfaisant  à  l'équation  (I), 
qui  pour  /  =  0  se  réduit  à  la  valeur  donnée  u.  En  d'autres  termes, 
il  faut  trouver  la  courbe  intégrale  de  l'équation  (I)  qui  passe  par 
le  point  donné  B  d'affixe  u. 

b)  Intégration  de  l'équation  I.  —  1^"^  cas  :  6^  — Aac  >  0.  — 

Données:       f,i_^ac  =  h-, 

a,  a',  racines  du  trinôme  a  H-  6r  -f-  cz^. 
P,  P'.  les  points  (a,  0)  et  (a.  0), 
B.  le  point  d'affixe  donnée  u. 
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Par  définition, 

—b-hh  , —  b  —  h  ,      h 

*  — — 2^ — '         *-       2F~'         *"~*-c' 

donc  l'équation  (I)  peut  prendre  la  forme 

(!')  g  =  c(z-a)(z-a'), 

ou  bien 


dz  z 

=  c. 


En  multipliant  les  deux  membres  par  (a  —  a'),  on  trouve 
d  (z- 


dt\z 
d'où 


a  \        ,2  —  a 
-7  )='n- -M 

a  /  z  —  a 


Or  pour  /  =:  0,  on  a 


-,  =  Ge^'. 

z  —  a 


u  —  a 


u  —  a 
et  par  suite  l'intégrale  cherchée  est  définie  par  l'équation 

(1)  .^ZZ5,=  H^l^e/.r.         ^_^ 

^  '  z —  au  —  a 

Remarque  I.  —  Posons 

u  —  a  ' 

de  sorte  que 

pp>  

k  =  ^,        6  =  (P'B,  PB); 

l'équation  (1)  prend  alors  la  forme 

^^=^  =  Te'^         (T  =  ke 


ht\ 


Lorsque  la  variable  (réelle)  T  est  quelconque, 
cette  équation  représente  (chap.  vi,  §  2,  a)  la 
circonférence  entière  circonscrite  au  triangle 
PBP'.  Mais  comme  T  est  positif  la  courbe  inté- 
grale se  réduit  à  l'arc  de  circonférence  PBP'. 

Remarque  II.  —  La  transformation  (1),  qui  fait  correspondre 
le  point  variable  (z)  au  point  fixe  («),  est  une  transformation 
cyclique.  L'équation  (1)  est  la  forme  canonique.  Enfin  les  trans- 
formations obtenues  en  faisant  varier  t  forment  un  groupe  à  un 
paramètre  t. 
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c)  Intég-ration  de  l'équation  I.  —  2**  cas  :  b^ —  Aac  <  0. 

—  Soit 

6^  —  Aac  =  —  h^; 

les  racines  du  trinôme  sont 

—  b-+-hi  ,      — 6  —  hi  ,      hi 

«=       2c       '         "=        2c       '         *-*=T- 

Le  calcul  précédent  est  encore  applicable  et  donne 


(2) 


z  —  a        u  —  a 

?  ^= je 


iht 


<-l 


Remarque.  —  Soient  p  et  p'  les  points  d'affîxes  a  et  a';  ces 
points  sont  symétriques  par  rapport  à  Taxe  des  x.  On  a  encore 

u  —  a  .  ' 

donc  réquation  (2)  devient,  en  posant 
^-hht  =  —  T, 


z  —  a 


ke- 


La  variable  réelle  T  étant  ici  quelconque, 
cette  équation  définit  la  ciVcon/erence  en //ère 
passant  par  le  point  B(u)  et  appartenant  au  faisceau  [p,  p'). 

Enfin  la  remarque  II  du  paragraphe  6  précédent  est  encore 
applicable  ici. 


d)  Intég-ration  de  l'équation  I.  —  3*=  cas  :  6^  —  Aac  =  0.  — 

L'équation  (I)  devient 

^  =  c(z-ar 

et  l'intégrale  cherchée  est  définie  par  l'équation 

(1)  — —  =  cl.         <-Œ 

Cette  équation  est  celle  d'un  cercle  passant  par  le  point 
donné  B  («)  et  tangent  à  l'axe  des  x  au  point  d'abscisse  a  (voir 
chap.vi,  §2,  c). 

Remarque.  —  La  transformation  (1)  qui  fait  correspondre  le 
point  variable  (z)  au  point  fixe  (u)  est  une  transformation  cyclique 
à  points  doubles  confondus.  L'équation  (1)  est  sa  forme  canonique. 
Enfin  les  transformations  obtenues  en  faisant  varier  /  forment  un 
groupe  à  un  paramètre  /. 
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Tome  1  :  Le  courant  continu.  —  Vol.  22/14°""  de  x-444  p.,  illustré  de  154  fig., 
avec  2  planches  photomicrographiques  hors  texte 8  fr.     » 

Tome  II  :  Le  courant  alternalif.  —  Vol.  22/14°"°  de  419  pages,  illustré  de 
201  figures 8  fr.     » 

«  J'ai  tenté  d'amener  l'électricien  amateur  à  lire  couramment  les  revues  électriques 
et  l'ouvrier  électricien  à  comprendre  parfaitement  les  formules,  et  à  s'en  servir  avec 
initiative  pour  faire  ses  calculs  et  dresser  ses  devis.  »  [Extrait  de  la  Préface.) 

Cours  de  Cinématique  théorique  et  appliquée,  a  lusage 

des  élèves  des  écoles  d'arts  et  métiers,  par  P.  BOURGUIGNON,  professeur 
à  l'école  nationale  d'Arts  et  Métiers  d'Angers.  —  2  vol.  25/16"""  avec  540  fig.  : 

I.  Cinématique  théorique 8  fr.     » 

II.  Cinématique   appliquée 20  fr.     » 

Leçons  sur  les  Alliages  métalliques,  par  j.  cavalier,  rec- 
teur de  l'Académie  de  Poitiers.  —  Vol.  25/16"=""  avec  de  nombreuses  figures 
et  24  planches  photomicrographiques  hors  texte 16  fr.     » 

Cours    pratique    élémentaire    d'Électricité    industrielle, 

par  E.  FESQUET,  ancien  élève  de  l'École  normale  supérieure,  professeur 
au  collège  et  à  l'école  des  mécaniciens  de  Dunkerque.  —  Vol.  25/16""°, 
avec  41  problèmes  types  et  189  figures,  2°  édition 7  fr.  50 

Vingt    leçons    pratiques    sur   les    Courants    alternatifs, 

par  E.  NICOLAS,  professeur  à  l'École  nationale  professionnelle  d'Armen- 
tières.  Vol.  23/16""",  avec  251   figures,  2'  édition 6  fr.     » 

Analyse  chimique  qualitative  des  sels  dissous,  ^  l'usage  des  élèves  des 
classes  de  sciences,  des  candidats  au  certificat  d'études  P.  C.  N.  et  aux 
écoles  du  Gouvernement,  par  J.  FRÉCAUT,  professeur  de  chimie  à  l'école 
J.-B.  Say.  —  Vol.  19/13""°,  broché 8  fr.  40 

Tableaux  d'Analyse  chimique  (Analyse  qualitative),  par  d.  pey- 

RÉGNE,  licencié  es  sciences  physiques  et  es  sciences  naturelles,  profes- 
seur au  collège  Sainte-Barbe.  —  Broch.  26/18"" 3  fr.  50 
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Éléments  de  Mathématiques  supérieures 

à  l'usage  des  physiciens,  chimistes  et  ingénieurs  et  des  élèves  des  Facul- 
tés des  Sciences,  par  H.  Vogt,  ancien  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure, 
agrégé  des  sciences  mathématiques,  docteur  es  sciences,  professeur  à 
l'Université  de  Nancy.  —  Fort  volume  25/16*"',  avec  nombreuses  figures, 
9'  édition,  broché 20  fr. 

^AlllflAtlG     HpC    pYPfT'îr'PC  proposés  dans  les    Eléments 

OUIUllUIlO  UtO  '^A.\^l  SflK^^O  de  Mathématiques  supérieures, 
par  H.  VoGT.  —  Vol.  25/16<»",  avec  figures 10  fr. 

Cours  de  Géométrie  descriptive,  ^^^^ts^r'ai 

lycée  Carnet.  — Vol.  23/16°"' de  632  pages,  avec  5U7  fig.  dans  le  texte.    18  fr. 

PprcnPffîVP    lîflP/lîrP  (Résumé  des  Principes),  par  J.  Lebel, 

r  tloj/WVUTV    llllvcAll  V  professeur  de  Mathématiques  spéciales 

au  lycée  de  Dijon.  —  Broch.  25/16°" (Sous  presse.) 

Courbes    géométriques    remarquables, 

planes  et  gauches  (courbes  spéciales),  par  H.  Brocard  et  T.  Lemotne.  — 
i  vol.  25/16'""  : 

Tome  I 25  fr. 

Tomes  II  et  111.  (En  préparation.) 

Les  lecteurs  trouveront  dans  cet  ouvrage  des  méthodes  leur  permettant  de 
résoudre  géométriquement,  avec  une  extrême  facilité,  un  nombre  consi- 
dérable de  problèmes  de  géométrie  analytique  plane  relatifs  aux  coniques 
et  aux  autres  courbes. 


Revue  de  Mathématiques  spéciales  {sv  année) 

Journal  28/22'=™,  paraissant  mensuellement,  rédigé  par  E.  Humbert,  ancien 
élève  de  l'Kcole  normale  supérieure,  agrégé  de  mathématiques,  professeur 
de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand,  et  G.  Papelikr,  ancien 
élève  de  l'Ecole  normale  supérieure,  agrégé  de  mathématiques,  prolesseur 
de  mathématiques  spéciales  au  lycée  d'Orléans,  avec  la  collaboration  de 
MM.  J.  Lebel,  P.  Lamaire,  Gh.  Rivière  et  H.  Vuibert. 

Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  d'octobre.  Prix 25  fr_ 

La  Revue  propose  des  problèmes  et  en  fait  paraître  des  solutions  desti- 
nées à  montrer  aux  élèves  comment  on  passe  de  la  théorie  aux  applications 
et  comment  on  expose  une  question. 

Elle  publie,  naturellement,  les  sujets  de  mathématiques,  de  physique,  de 
chimie  donnés  au  concours  d'entrée  à  toutes  les  grandes  Ecoles  spéciales  et 
aux  bourses  d'enseignement  supérieur;  elle  publie  aussi  un  grand  nombre 
de  questions  posées  aux  examens  oraux,  et  notamment  à  ceux  des  écoles 
Normale,  Polytechnique  et  Centrale. 

Elle  donne  également  des  articles  variés  se  rapportant  à  l'enseignement 
des  mathématiques  spéciales  :  notes,  leçons,  méthodes  nouvelles,  aperçus 
nouveaux,  en  un  mol  tout  ce  qui  peut  améliorer,  simplifier  ou  préciser 
cette  branche  importante  de  l'enseignement  mathématique. 

En  résumé,  cette  publication  qui  est  l'objet  de  très  grands  soins,  rend 
les  plus  précieux  services  aux  candidats  aux  grandes  Ecoles  du  Gouverne- 
ment et  elle  est  lue  avec  intérêt  par  MM.  les  professeurs. 
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